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I. Введение. Структура кристаллов 

(Киттель – гл. 1) 

 

1.1. Понятие об агрегатных состояниях 

1.2. Структура кристаллов 

1.3. Обратная решетка 
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1.1. Понятие об агрегатных состояниях 

Агрегатными состояниями называются состояния одного и того же 

вещества при разных температурах и давлениях, переходы между 

которыми сопровождаются скачкообразными изменениями физических 

свойств (плотность, проводимость и т.д.). 

Три классических агрегатных состояния: твердое, жидкое и 

газообразное. 

1.2. Структура кристаллов 

Возможные элементы точечной симметрии: поворот вокруг оси N = 2, 

3, 4 или 6-го порядка (при повороте вокруг данной оси на угол 180, 120, 

90 или 60°, соответственно, кристалл должен совместиться сам с собой), 

отражение в плоскости и инверсия. Различные комбинации этих 

элементов приводят к 32 точечным группам симметрии. 

Кристаллическая решетка также всегда обладает трансляционной 

симметрией. Это означает, что при смещении в пространстве на 

определенные векторы трансляции T она будет совмещаться сама с собой. 



Три некомпланарных вектора трансляций наименьшей длины (a1, 

a2, a3) называются основными векторами трансляций. Система точек, 

задаваемых радиус-векторами  

  T = m1a1 + m2a2 + m3a3,     (1) 

где m1, m2 и m3 – любые целые числа, называется решеткой Браве. 

Различают 14 типов решеток Браве разной симметрии. Однако, 

решетка Браве исчерпывающим образом описывает структуру лишь 

одноатомных кристаллов. В остальных случаях с каждой точкой 

решетки Браве оказывается связано несколько атомов, образующих 

базис кристалла. Реальный кристалл можно получить трансляцией 

базиса на все возможные векторы трансляции (1). 

Комбинации элементов точечной и трансляционной симметрии 

приводят к появлению плоскостей скользящего отражения и винтовых 

осей. В итоге существует 230 различных групп пространственной 

симметрии кристаллов. Все они разбиваются на 6 сингоний 

(устаревшее понятие) или 7 кристаллических систем.  



Решетка и базис 



Кристаллические решетки 
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Триклинная   

 

Моноклинная  

 

Ромбическая   

 

Элементарной ячейкой 

называют многогранник, 

различными трансляциями 

которого можно без 

пропусков и перекрытий 

заполнить весь кристалл. 



Кристаллические решетки 
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Тетрагональная  

 

Гексагональная          Тригональная: a1 = a2 = a3 

 

Кубическая   







Ячейка Вигнера-Зейтца 
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1.3. Обратная решетка 

Обратная решетка – это система точек, задаваемых радиус-векторами 

   B = n1b1 + n2b2 + n3b3,    (2) 

где n1, n2 и n3 – любые целые числа,    b1 = 2π[a2a3]/Va,    b2 = 2π[a3a1]/Va,   

b3 = 2π[a1a2]/Va, и объем примитивной элементарной ячейки исходной 

решетки Va = a1[a2a3].  

В случае прямоугольной решетки векторы обратной решетки bi 

параллельны векторам прямой решетки ai, а по величине bi = 2π/ai. 

Решетка, обратная к ГЦК, является ОЦК, а решетка, обратная к ОЦК – 

ГЦК. Решетка, обратная к обратной, является прямой. Объемы 

примитивных ячеек прямой и обратной решеток связаны следующим 

образом: Vb = (2π)3/Va. 

Ячейка Вигнера-Зейтца обратной решетки называется первой зоной 

Бриллюэна. В случае прямоугольной решетки ее границы по оси x будут 

располагаться в точках  

   bx = ± π/ax.    (3) 



Ячейка Вигнера-Зейтца в обратной решетке 

(первая зона Бриллюэна) 

Зона Бриллюэна для ГЦК-решетки. 
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II. Волны в кристаллической решетке (фононы) 

(Киттель – гл. 5) 

 

2.1. Корпускулярно-волновой дуализм де Бройля 

2.2. Упругие волны в цепочке из одинаковых атомов 

2.3. Упругие волны в двухатомной цепочке 

2.4. Локальные фононные колебания 
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2.1. Корпускулярно-волновой дуализм де Бройля 

 

Любой свободной частице с кинетической энергией E и 

импульсом p соответствует монохроматическая волна с частотой 

колебаний ω и волновым вектором k и наоборот, причем 

E = ℏω 

p  = ℏk 

Примечание: волновой вектор k перпендикулярен фазовым поверхностям 

(показывает направление их движения) и по модулю равен |k  | = ω/v = 2π/λ,  
где v – фазовая скорость и λ – длина волны. 
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2.2. Упругие волны в цепочке из одинаковых атомов 
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Дисперсионные кривые для одномерной 

периодической цепочки атомов 



Физически эквивалентные волны в периодической цепочке атомов 
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2.3. Упругие волны в двухатомной цепочке 
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          Как видно, в интервале частот                               волн в цепочке нет. 

Это запрещенная зона. 
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Реальные 3-мерные кристаллы могут иметь в базисе 

не 2, а произвольное число p атомов, приходящихся на 

каждую примитивную ячейку. В этом случае будет 3 

акустических ветви колебаний и (3p – 3) – оптических. 

Из трех акустических ветвей одна будет с продольными 

колебаниями (LA-ветвь) и две – с поперечными 

колебаниями разного направления (TA-ветви). 





2.4. Локальные фононные колебания 
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III. Тепловые свойства диэлектриков 

(Киттель – гл. 6) 

 

3.1. Теплоемкость 

3.2. Теплопроводность 
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3.1. Теплоемкость 

Молярной теплоемкостью называется физическая величина, 

равная количеству теплоты, необходимой для нагревания одного 

моля вещества на один Кельвин, или  

   C =        ,    

где dT – изменение температуры, вызванное передачей одному 

молю вещества количества теплоты δQ. 

Для квазистатического процесса  

C = T(∂S/∂T), 
где S – молярная энтропия. В частности, при постоянном объеме 

имеем 

CV = (∂E/∂T)V. 

В твердых диэлектриках CV определяется колебаниями решетки, то 

есть фононами. 

 

dT

Q
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3.1.1. Модель Эйнштейна 
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3.1.2. Плотность фононных состояний D(ω) 

Если есть осцилляторы с разными частотами ωk, то 

E = ∑Nk<nk >ℏωk, 

где Nk – число осцилляторов с частотой ωk. 

Непрерывное распределение будет характеризоваться 

плотностью состояний D(ω), определяемой таким образом, чтобы 

величина D(ω)dω была равна числу осцилляторов (колебательных 

мод) в интервале частот от ω до ω + dω. В этом случае 

E = ∫<n(ω, T)>ℏωD(ω)dω. 
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3.1.3. Расчет числа фононных состояний для одномерной 

цепочки из одинаковых атомов 
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3.1.4. Расчет числа фононных состояний для трехмерного 

кубического кристалла 
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3.1.5. Теплоемкость в модели Дебая 
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3.1.6. Свойства гармонического приближения 

1. Тепловое расширение отсутствует. 

2. Адиабатические и изотермические упругие константы равны 

между собой и не зависят от P и T. 

3. CV → const. при T >> ΘD. 

4. Две упругие волны в решетке не взаимодействуют между 

собой. 
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3.2. Теплопроводность 

Закон Фурье для потока теплоты в единицу времени через 

единичную перпендикулярную площадку 

 

dz

dT

tS

Q






Для коэффициента теплопроводности идеального газа вам должно 

быть известно выражение 

κ = ⅓<v><λ>cv = ⅓<v>2<τ>cv, 

где <λ> - средняя длина свободного пробега молекул, <τ> - среднее время 

свободного пробега, cv = CV/Vмоля – теплоемкость единицы объема. В 

твердом теле тепло будут переносить не молекулы, а фононы, для 

которых можно попытаться применить аналогичное выражение. Фононы 

будут рассеиваться на дефектах решетки и друг на друге, вероятности 

рассеяния должны складываться, поэтому 1/τ ≈ 1/τдеф + 1/τфон. Однако в 

идеальном кристалле τдеф = ∞, а в гармоническом приближении также 

отсутствует и взаимодействие фононов друг с другом (τфон = ∞), 

следовательно коэффициент теплопроводности κ → ∞. 





Среднее время между столкновениями с перебросом, по Пайерлсу, 

  

τП  1/T → 0 при T >> ΘD, 

 

τП  exp(ΘD/T) → ∞ при T << ΘD. 

 

На самом деле при T → 0 τ → τдеф = const., а cv  T3, следовательно 

κ  T3 тоже. 

 

При T → ∞ cv → const., τ → τП  1/T , и κ  1/T.  

 

Зависимость κ(T), таким образом, проходит через максимум. 
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Тепловые свойства диэлектриков 
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Главные выводы 
 

1. Для описания теплоемкости диэлектриков существуют модели 

Эйнштейна и Дебая. Первая больше применима для оптических 

фононных ветвей, вторая – для акустических. 

 

2. В модели Дебая плотность фононных состояний для одномерного 

кристалла постоянна, а для трехмерного пропорциональна ω2. 

 

3. Модель Дебая правильно описывает изменения теплоемкости при 

низких температурах: Cv  T3. 

 

4. В гармоническом приближении теплопроводность идеальных 

кристаллов бесконечна. Для правильного расчета теплопроводности 

необходимо учитывать столкновения фононов с перебросом 

импульса. 
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IV. Классическая теория свободного электронного 

газа Друде-Лоренца 

(Киттель – гл. 6, Гуревич - § 9.1) 

 

4.1. Основные положения теории 

4.2. Статическая электропроводность 

4.3. Поведение свободного электронного газа в магнитном поле 

4.4. Продольные колебания в твердотельной плазме (плазмоны) 

4.5. Распространение поперечных электромагнитных волн 

4.6. Теплоемкость свободного электронного газа 

4.7. Теплопроводность свободного электронного газа 
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4.1. Основные положения теории 

Теория была первоначально создана немецким физиком Паулем 

Друде в 1900 году. Друде уподобил электронный газ в металлах 

идеальному газу Максвелла-Больцмана, но предположил, что 

электроны сталкиваются не друг с другом, а с ионами. Помимо 

этого, в основу теории были положены следующие дополнительные 

предположения: 

- между столкновениями движение электронов осуществляется по 

законам классической механики под действием внешних сил; 

- в результате столкновений происходит термолизация электронов, 

при этом <v2> = 3kBT/m; 

- вероятность испытать столкновение за время dt равна dt/τ, где τ – 

среднее время между столкновениями. 
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Итак, между столкновениями электрон должен двигаться по 

II закону Ньютона 

F (t) + Fсопр = ma = dp/dt, где 

Fсопр = -κv = -p/τ - сила сопротивления со стороны решетки,  

 

F (t) – внешняя сила, m – масса электрона, p = mv – его импульс. 

dp/dt = F (t) - p/τ    (⁎) 

Это уравнение мы будем называть основным уравнением 

теории Друде-Лоренца. 
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4.2. Статическая электропроводность 

В этом случае dp/dt = 0, F = -eE (e – элементарный заряд, E – 

напряженность внешнего электрического поля), и основное уравнение 

(⁎) приобретает вид 
 

-eE - p/τ = 0. 

 

p = -eτE, 

 

v = p/m = -eτ/mE – дрейфовая скорость. 

Отсюда 

Для плотности электрического тока находим далее 
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4.3. Поведение свободного электронного газа в 

магнитном поле 

При наличии внешнего электрического поля напряженностью E и 

магнитного поля с индукцией B основное уравнение движения 

электрона (⁎) становится следующего вида 

dp/dt = -eE – e[vB] - p/τ. 
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4.3.1. Движение электронов без столкновений 
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4.3.2. Статическое магнетосопротивление 
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4.3.3. Эффект Холла 
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4.4. Продольные колебания в твердотельной плазме 

(плазмоны) 

Плазма – среда, в которой концентрации положительных и 

отрицательных зарядов одинаковы, причем по крайней мере один из 

типов зарядов обладает подвижностью. 

 
Продольные колебания электронного газа можно вызвать, сместив его как 

целое на величину x относительно ионного остова металла и отпустив. 
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4.5. Распространение поперечных 

электромагнитных волн 
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εd 

(1 -                              ) 
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4.5.1. Бесстолкновительная плазма при высокой частоте (ωτ >> 1) 

εd(1–ωp
2/ω2) ≈ ε ≈ 
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4.5.2. Низкочастотный предел (ωτ << 1) 

εd  



72 

4.6. Теплоемкость свободного электронного газа 

В классической теории на каждую степень свободы приходится 

кинетическая энергия теплового движения ℰ = ½kBT. Если рассматривать 

электрон как точечную частицу с тремя степенями свободы, то ℰ = 3kBT/2, 

а для n электронов будет ℰ = 3kBTn/2. Тогда для электронной теплоемкости 

единицы объема получаем 

cV el = ∂ℰ/∂T = 3kBn/2. 

В реальности cV el  T и величина примерно в 100 раз меньше даже 

при комнатной температуре. 
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4.7. Теплопроводность электронного газа 



Классическая теория свободного 
электронного газа 
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Главные выводы 
1. Статическая проводимость свободного электронного газа σ0 = e2nτ/m. 

Причина роста проводимости с понижением температуры в теории 

Друде-Лоренца остается непонятной. 

 

2. В магнитном поле при отсутствии столкновений электроны движутся 

по круговым или винтовым траекториям с  циклотронной  частотой  

ωc = eB/m. 

 

3. Коэффициент Холла RH = Ey/(jxB) позволяет рассчитывать концен-

трацию электронов в металле в соответствии с формулой RH = -1/n. 

 

4. Электронный газ в металлах имеет свойства твердотельной плазмы с 

плазменной частотой ωp
2 = ne2/(ε0εdm). 

 

5. Теория Друде-Лоренца неплохо описывает распространение 

электромагнитных волн в металлах и теплопроводность металлов, но 

оказывается несостоятельна при расчете теплоемкости.  
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V. Квантовая теория свободного электронного 

газа (теория Зоммерфельда) 

(Киттель – гл. 7, Гуревич - § 9.2) 

 
5.1. Энергия Ферми: одномерный случай 

5.2. Плотность состояний и энергия Ферми: трехмерный случай 

5.3. Теплоемкость электронного газа Ферми 

5.4. Электропроводность электронного газа Ферми 

5.5. Теплопроводность электронного газа Ферми 

5.6. Электростатическое экранирование 

5.7. Проблема обоснования теории Зоммерфельда. Причины 

слабости электро-электронного взаимодействия 
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Будем считать электроны свободными частицами, но учтем их 

квантово-механические свойства, в том числе корпускулярно-волновой 

дуализм и принцип Паули. Множество электронов с такими свойствами, 

находящихся в твердом теле, будем называть свободным электронным 

газом Ферми. 

5.1. Энергия Ферми: одномерный случай 

Рассмотрим сначала поведение газа Ферми в одномерном случае, 

когда электроны массы m находятся в одномерном кристалле длиной L с 

бесконечно высокими потенциальными барьерами по краям и 

описываются волновыми функциями ψn (n – номер квантового 

состояния, см. следующий слайд). 

Вместо второго закона Ньютона мы теперь должны будем написать 

уравнение Шрёдингера. 



Энергетические уровни и волновые функции 

частицы в прямоугольной потенциальной яме 
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Как и другие частицы с полуцелым спином, называемые фермионами, 

электроны (а у них спиновое квантовое число s = ½) подчиняются 

принципу Паули: 

 

два и более электрона не могут одновременно находиться в одном и 

том же квантовом состоянии. 

 

Пусть теперь в одномерном кристалле длиной L имеется четное число N 

электронов. Тогда в основном состоянии (то есть при T = 0) последний 

занятый электронами уровень будет иметь номер nF = N/2. Соответственно, 

энергия Ферми 

Если  T ≠ 0, то вероятность того, что то или иное состояние с энергией ℰ 

занято электроном, задается функцией распределения Ферми-Дирака 

где химпотенциал μ определяется количеством имеющихся электронов N, 

причем f(μ) = ½; ясно также, что ℰF = μ(T→0). Вывод данной формулы 

можно найти в приложении E Киттеля. 



«Хвосты» плотности состояний при ℰ - μ >> kBT соответствуют 

распределению Больцмана: f(ℰ)  exp[-(ℰ - μ)/(kBT)]. 
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5.2. Плотность состояний и энергия Ферми: 

трехмерный случай 
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5.3. Теплоемкость электронного газа Ферми 

Теплоемкость мала, потому что возбуждаются лишь электроны из 

интервала ~ ℰF ± kBT ; их доля ~ T/TF, и они приобретают дополнительную 

энергию ~ kBT. Следовательно, тепловая энергия всего электронного газа 

E(T) ≈ (T/TF)NkBT, а для электронной теплоемкости единицы объема 

получаем cel = ∂(E/V)/∂T ≈ 2nkBT/TF  T, где n = N/V – концентрация 

электронов. Это, конечно, лишь грубая оценка, и в действительности 

вместо коэффициента 2 должен быть коэффициент π2/2. Более точный 

расчет, выполненный для низких температур (kBT << ℰF), приведен ниже. 

Плотность состояний для трехмерного 

газа свободных электронов. 

Штриховая линия – плотность реально 

занятых состояний при T ≠ 0.  
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5.4. Электропроводность электронного газа Ферми 

≈ const. 
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5.5. Теплопроводность электронного газа Ферми 
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5.6. Электростатическое экранирование 

При появлении заряда q электрохимический потенциал μ остается 

неизменным, а концентрация электронов n меняется. 
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5.7. Причины слабости электрон-электронного 

взаимодействия (Киттель – с. 294-296) 

Причины слабости электро-электронного взаимодействия – экранирование 

кулоновского взаимодействия и законы сохранения с учетом принципа Паули. 

Электроны взаимодействуют лишь в узком слое вблизи поверхности Ферми; 

состояния, в которые будут переходить электроны 1 и 2, также надо выбирать в 

узком поясе сферы конечных состояний вблизи поверхности Ферми. В итоге 

вероятность взаимодействия уменьшается в (ℰ1/ℰF)2 раз. 
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Если  ℰ1 ~ kBT, то эффективное сечение взаимодействия  

σel-el ≈ (kBT/ℰF)2σ0, 

где (с учетом экранирования) σ0 ~ (λ-1)2 ~ 10-16 см2. При температуре 

порядка 300 К отношение kBT/ℰF будет порядка 10-2, а эффективное 

сечение электрон-электронного взаимодействия σel-el ~ 10-20 см2. Длина 

свободного пробега, обусловленная электрон-электронным 

взаимодействием, lel-el ≈ (nσel-el)
-1 ~ 10-3 см, получается при этом 

примерно в 10-100 раз больше, чем для рассеяния на фононах. При 

понижении температуры она становится еще больше (растет 

пропорционально T-2). 



Квантовая теория свободного 
электронного газа 
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Главные выводы 
 

1. В основном состоянии (T = 0) электроны занимают все уровни с 

энергией ниже энергии Ферми. 

 

2. Теория Зоммерфельда позволяет правильно рассчитать электронную 

теплоемкость металлов. 

 

3. Свободные электроны экранируют электростатические 

взаимодействия в металлах. 

 

4. Слабость электрон-электронного взаимодействия в металлах 

обусловлена сочетанием законов сохранения импульса и энергии с 

принципом Паули, а также экранированием другими электронами. 

 

 


